Vecteurs :

Produit scalaire et produit vectoriel

Voir : http://www.uel.education.fr/consultation/reference/physique/outils nancy/index.htm

I Produit scalaire (de deux vecteurs !)

Définition

e Le produit scalaire de deux vecteurs Y et ¥ noté UV estun scalaire égal au produit des normes

des deux vecteurs par le cosinus de leur angle 8= (Uj"r).

Le produit scalaire est donc :

positif pour 6 aigu, négatif pour 6 obtus
e Forme géométrique X
Cas de deux vecteurs portés par deux axes. D

e Par définition du produit scalaire des

vecteurs &B et CD':

-

8 obtu

_ |2E||cD| cos(aE D)= G >
@=pr@jﬁﬁ=||c—ﬁ||m(ﬁ,c—ﬁ) B -CB>0 = =

car

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal

au produit du module de I'un par la mesure algébrique de la projection de I'autre sur lui.

e Forme analytique

oW

En posant Uy, Uy : UZ et VX , Vy , Vg les composantes respectlves de U et v dans la base orthonormée

GH_‘) (avec : 1-1:j-_1:k-1-::1 1_1—_11c ki=
est le scalalre défini par la relation :

TV = (Ui + U+ U RV, + V5 + V)

Vi
Disposition pratique (calcul matriciel) : (Ux Uy U,) (Vy]
V;

0

= UV + UV, + ULV,

) le produit scalaire de ces deux vecteurs

Propriétés
Commutativité : TV =VT

{(ﬁ# ?)ﬁ _TWH+VW
Bilindarité : L&V
Relations
—— =3 = 2 2
GU=T »>0sT=0 (U = 5] ]

UV =06 U=0cuV=00cu ULV
[G+VF =[O +207)+ @)
(ffﬁfl (ﬁ—?)= (ﬁ’f - (?)2

Norme

[tl=0=T=50

5= o] (o scatie)

Hﬁ + ?H < Hﬁﬂ + Hﬁ” (inégalite triangulaire)
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Applications

En géométrie (dans un repére orthonormé)
e Module d'un vecteur v(v" ’vF’vZJ

VW=V 24V +V, 2=

Ona: * ¥ :

« Distance entre deux points M(x,y,z) et N(X',y',z")

A, 1) =

UlU,.U U) Vv, V. V)

o Détermination du cosinus de I'angle entre deux vecteurs ¥r

Par application du produit scalaire :

—_— —

REE

e Relation metrlque dans un trlangle quelconque

Nous avons BC = B& +AC gioy A

BC :[BA+AC)- BA +4C) I S
_BE B 4 0BRAC : . s
_BA +AC ~2ABAC

donc

En Physique //F dW = Fdl = Fdlcos 8
o Travail élémentaire dW d'une force F =M= &) , S I[W = I&W =F = AR xcos B)
constante dont le pomt d appllcatlon se A B

déplace de dl : dW = F.dl

—_—

F
Application :

le travail d’une force constante W = F. AB /—\ I dW fa =FERdéa

Cas particulier du poids :
> > dW FR.(8,-6)) ]
(sur une hauteur h ou g = Cste)
> —>
W=P.AB=m.g;(zgs—za)=£tmg.h

o Flux a travers une surface : df = v'[M:"dS
L'intensité d'un courant a travers une section (S) d'un conducteur est le flux du vecteur densité de

courant J a travers (S). Les charges mobiles, de densité volumique p, se deplacent a la vitesse v a

travers une surface dS. Pendant le temps dt, la charge traversée sera : dg = p“dt ds

ooodg v +
- 1=£=j-d5 [I=E=”‘S_1-d5]

En posant 4 = F¥ le vecteur densité de courant, nous avons
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Il Produit vectoriel (de deux vecteurs !)
Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs Yet ¥ | est un vecteur W, noté W =T AV de:

WLT et WLY

o direction:
e sens: triedre (U’T“r= W)direct : P
e nNorme:
FI
[

est l'aire du parallelogramme construit sur les

—

représentants OA ot OB des vecteurs Uet V|

et #2704 0= IRR 0T O 45 [Tk 5.7
' parallélogramme devient : .

e Forme analytique

En posant Uy, Uy, U, et VX , Vy , VZ les composantes respectlves de U et v dans la base orthonormée

- -+ —

i, 1.k , (en sachant que : 1ﬁ_1—1c Jﬂk—1 ki = ot 1A= 1=k k= 0)
le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini par la relation :

-+ —+ — —

Disposition pratique :

U}: -I;"'r}{
= Uyn ‘JY =
T W

Mode de calcul a partir de coordonnées :

- U, [V, .
K y MpPOSANLE Sur i -
u =|Tyn| Vy: U, Vi _m 'm_-l S U E% composante sur i
u W Uy a | Vy Ux Vs ' ' 5
- I i U v Uy v, UF A ‘VF composante sur |
. v U V. u v, U, V.,
Réécrire les deux => Uy [z L'z l f v‘ ¥ ¥
premiéres Uy Yy o L v x x U, V.
coordonnées ~u >3y YUy Yy _Ux _"-’x
sous les deux triplets ik E .

Pour la coordonnées sur x’X, ,
Prendre les coordonnées « en dessous »

Le produit : ) Méme calcul pour la coordonnée sur y’y :
- «endescendant » affecté de +
- «enmontant»  affecté de — soit (U /\V)y U,.V—Ux. V,
d'o0 (U A V)= UV, - U,. V, ... puis la coordonnée sur z’y :

Soit (U A V), = Uy Vy — Uy . Vy
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Propriétés

Non Commutativité : 7T AV = - A T
{ﬁ+ﬂnﬁ=ﬁnﬁ+ﬁnﬁ

Bilinéarité : — — .
(V) (67 )= (0BT A7) (€ R.peR)
Relation
U AV =0 s ou ou
Applications

En géométrie (dans un repére orthonormé)
e Mesure de l'aire d'un parallelogramme ABCD ou d'un triangle ABC

Aire du parallélogramme (ABCD) =

Aire du triangle (ABC) =
o Equation cartésienne d'une droite (D) passant par deux points A et B d'un plan xOy.

Si un point M € (D) alors
En Physique
« Moment d'un vecteur par rapport a un point

Moment de vecteur 4B par rapport au point O est le vecteur :

|72 5510 | = |O£ A 2E| = ”oAHHgB”sm O&, 4F)

Module :
OH = “Dﬁ”sm 0L, AF)

avec
o Moment cinétique d’une masse ponctuelle en mouvement par rapport a un point O :

> —» >
omio = OM A m.v

o Accélération de Coriolis dans un référentiel non galiléen :

>
a Mgz 2(6/ /\VMR/R

« Force subie par une charge ponctuelle g se déplacant a la vitesse ¥ dans un champ magnétique
uniforme E :

(Force de Lorentz)
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11 Produit mixte (de trois vecteurs 1)

Définition

On appelle produit mixte entre trois vecteurs ¥, ¥ et W | le scalaire défini par :

(—&—t—o—

UV, W)=0AV) W

e Forme géometrique
Posons F =1 AV NN AT
(U,TJ,W): P W =0D.0OC

Si H désigne la projection orthogonale de C sur OD alors :

|0.7.%7) - oD 0] - [oz] oc] fee<{oT. O]

= [or]fex]
I == O I |
. parallelogramme construit
sur IZD‘&"DB) et donc :
7 )

: Volume du parallélépipéde d'arétes OA, OB et OC

e Forme analytique

Dans la base orthonormée directe (1= 3k

U=U,i+U,+U,k

) le produit mixte de trois vecteurs :

V=V, i+, j+V,k

W= Wi+ W+ W,k

s'exprime par le scalaire :
~([{AV) W

Il est possible de retrouver ce résultat par le développement d'un déterminant d'ordre 3, dont les colonnes
contiennent respectivement les composantes des vecteurs U : v et W :
Propriétés
Non commutativité : (ﬁiﬁ): ‘(ﬁﬁﬁ)
Multilinéarité par rapport a chacun des vecteurs : cas du vecteur U
{(17{ Y05 W)= [0, 7, )+ (0.7 %)
(T 7, W)= o7 7. %)
Le produit mixte est invariant :

par permutation circulaire des trois vecteurs : ( g

par échange des symboles ~ et " : (ﬁ’ﬁﬁ): (ﬁ *’"‘ﬁ)'

Les vecteurs Y, ¥ et W gtant non nuls, le produit mixte

—_ —

U Vet W sont coplanaires.
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Cas particulier :
Si le produit mixte contient deux vecteurs identiques alors celui-ci est nul : (U’U’ W): 0.
Exemple d’application en Physique :

La relation de Lorentz exprime la force magnétique ¥ exercée sur une particule de charge électrique

—t

g, animée d'une vitesse ¥ dans un champ magnétique B :
La force de Lorentz a toujours une puissance nulle car la force F est constamment perpendiculaire

au vecteur vitesse ¥ de la particule : =Fv= (qv ’“‘B)' V= ':1(“=B’V):

Dans une base orthonormée directe G: 1E
EADE=[AR)i=[A)i=1

G’“‘I) k= (1:,&]): = Gnﬂ)]= 1

Applications

jl, nous avons :

En géométrie

« Détermination du volume d'un parallélépipéde connaissant les arétes @4 OB et OC:
V= ‘(ﬁ,o_é, ai)‘
o Equation cartésienne d'un plan (P) passant par trois points A, B et C.

—_— — —

SiM € (P) alors : (ﬁB:AC,Mﬂ): 0

En Physique

o Travail des forces magnétiques :
Un ¢élément di d'un circuit (C) parcouru par un courant I, place dans un champ magnétique B

subit la force élémentaire (force de Laplace) : dF=IdAB

M

()

Pour un déplacement MI' du circuit, le travail des forces magnétiques s'écrit :
dW = dF - '

—_—

aW = ([dl A B) ML

Documents Michel LAGOUGE Page 6



IV Double produit vectoriel (de trois vecteurs !)

Définition

On appelle double produit vectoriel entre trois vecteurs U Vet W le vecteur D ou D' défini par :

— —— — —t—

D=Un[VnaW)=[U-Wi-U.VW

(D =[TAVIAW =0 W - (V.- WO

Le produit vectoriel ¥ =V~ est représenté par un vecteur
perpendiculaire au plan défini par ¥ et W . Le vecteur ' = U AP
perpendiculaire a P se trouve dans le plan des vecteurs ¥ et W . Le

vecteur D est donc une combinaison Imealre des vecteurs v et W
D= OLR-T+BW avec co=1U. W et B——U

Leswverctews ent sotit datis
le meme plan

Dans le cas de la base orthonormée directe (1’ 3k

) nous avons .

Propriétés

Non associativité : (en général)

Uﬂ(ﬁ:ﬂ ﬁ)i (ﬁnﬁ)nﬁ
Le vecteur ' = U " (‘J ’”‘W) se trouve dans le plan défini par Vet W

B — [ AT)n T

—

alors que se situe dans le plan défini par Yet V.

Application en Physique

Moment d'une force (résultante d'un produit vectoriel —
exemple : force de Laplace-) par rapport a un point
Un cadre rectangulaire mobile, autour de 1'axe (A) placé dans un

champ magnétique radial B, est parcouru par un courant d'intensité -
I.
Les seules forces aglssantes dans la rotation du cadre sont :

F =i PQnBy F; =i RS AB

Les moments des forces Fl et F2 par rapport a O s'exprimeront a
partir d'un double produit vectoriel :

P7ZE 0 = OM AT, = @n(i?dnﬁ)
PE 0 :ﬁﬂgzﬁnﬁﬁnﬁ)

comme ¥ = ~FQ =>
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